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Abstract 
This work studies some generalizations of the notions of opacity and restricted opacity of 
finite automata. The fundamental question to know whether the opacity is equal to the re- 
stricted opacity depends on the choice of the pseudo-distance which intervenes in the definition 
of the opacity. The equality is shown in certain cases, either by a direct calculation, or by 
exhibiting a new expression of the opacity which permits us to use the minimax theorem of 
J. von Neumann. But in general, these two opacities are different. This situation is traited in the 
final part. 
Ce travail Ctudie des generalisations des notions d’opacite et d’opacite restreinte des automates 
deterministes complets. La question fondamentale de savoir si l’opacite est Cgale a l’opacite 
restreinte depend du choix de la pseudo-distance qui intervient dans la definition de l’opacite. 
L’egalite est demontree dans certains cas, soit par un calcul direct, soit en exhibant une nouvelle 
expression de l’opacite qui permet d’utiliser le theoreme du minimax de J. von Neumann. Mais 
d’une man&e g&&ale, les deux opacites sont distinctes. Cette situation est trait&e en derniere 
pat-tie. @ 1999 Elsevier Science B.V. All rights reserved 
1. Introduction 
Un automate d est une machine finie qui transforme les suites E = (c(n)), go sur 
un alphabet F G @ en suites JX!E sur un alphabet E (un alphabet est un ensemble fini). 
L’opacitt mesure la distorsion entre la suite entrante et la suite sortante. 
Plus prkistment, selon la dkfinition qu’avait donnt M. Mend&s France: 
I/q - Q,(d) = supinf hm 
F 
~ Nap 
( 
j$ E M&&)(n) - @)I4 
n=O ) 
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ou q 2 1 est un nombre reel don&, oh le sup est a prendre sur l’ensemble FW et 
ou q parcourt @. Nous appelons cette quantitt l’opacite ou la grande opacite de 
l’automate d. L’opacite restreinte (ou la petite opacite) c+(d) est obtenue en limitant 
le sup dans (1) a l’ensemble des suites ultimement periodiques (dans [6], M. Mend&s 
France considerait seulement oz(&‘) dans le cas ou F = (-1, +l}). 
Le probleme qui se pose est double: 
(i) est-ce que ces deux opacites coincident ? On verra que la rtponse est positive 
(notre resultat principal, le Theoreme 5). Mais en general, il est difficile de calculer 
l’opacitt (restreinte) sauf dans le cas oh q = 2 : en effet, dans ce cas, nous avons deja 
obtenu une mtthode explicite pour calculer K&(d) (voir [8] pour plus de details); 
(ii) le meme resultat tient-il encore si on modifie la definition de la pseudo-distance 
et si F est un alphabet arbitraire? On verra que pour certaines pseudo-distances et pour 
certains alphabets, la petite opacitt est strictement plus petite que la grande opacite. 
Ce travail fait partie d’un programme de recherche sur la theorie des opacitts. A 
l’avenir, nous utiliserons les resultats obtenus ici pour ttudier des systbmes dynamiques 
symboliques et des phtnomenes physiques (par exemple, la chaine d’Ising). 
1.1. Rappels de d@nitions 
Soit E un ensemble non vide. Le nombre d’elements de E (fini ou infini) est note 
Card(E) (ou /El). Soit n un entier 21 . Tout element w de E” s’appelle un mot de 
longueur n sur E . Par convention E” = {@}, oti 0 designe le mot vide dont la longueur 
est 0. Enfin, nous definissons E* = UnaO E” et ?? = E* U E’. 
Pour tout u=(~(n)),,~o EE, notons IuI la longueur de u. Ainsi ]uI E NU {co}. Pour 
deux entiers m et n, (0 <m dn < Iu( - l), posons u[m, n] = u(m). . u(n). Alors u[m, n] 
est un facteur de u. 
On definit un automate fini comme suit (voir [3] ou [2]): 
DCfinition 1. Un automate fini & = (F, E, i, t) est defini par la do&e: 
?? d’un ensemble fini E = {A 1, AZ,. . . , A,} dont chaque Clement est appele un Ctat et 
d’un &at privilegie i = Al, appele Ctat initial; 
a d’une application t : E x F + E, appelee fonction de transition, oh F est un ensemble 
fini, appelt l’ensemble des etiquettes. 
Par convention t(A, 0) = A, pour tout A E E. Nous &tendons t en une application de 
E x F* dans E (encore notee t) determinCe par la relation: 
b’A E E et ‘dl, m E F*, t(A, Zm) = t(t(A, I), m). 
L’automate ~2 induit une application (encore notee ~2) de F dans i? definie par 
(d&)(n) = t(i, c[O, nl> 
pour tout indice n E N si E est une suite (infinie) et pour 0 dn < 1 si E est un mot de 
longueur 1. Enfin, posons ~~20 = i. 
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11 est a noter qu’il n’y a pas de notion d’ttat terminal ici, que la definition precedente 
correspond a la notion classique d’automate deterministe complet ou tous les &tats sont 
finaux (cf. [3]), et qu’il ne s’agit pas de reconnaitre un langage, mais que l’on considbre 
l’automate comme une machine transformant une suite en une autre. 
Pour tout 1 E F, soit ti la restriction de t g E x (1). Un automate d peut 2tre 
represent6 par un graphe orient6 Ctiquett dont les sommets sont les &tats de E (oti 
l’etat initial sera marque par une fleche incidente verticale pour itre distingue des 
autres) et les fleches orient&es representent les fonctions de transition t,, (I E F). Une 
fleche est de type I, (1 E F), si elle est associee a l’ttiquette 1. 
Soient A, B deux &tats de &‘, on dit que B est accessible de A s’il existe un mot 
w E F* tel que B = t(A, w). En particulier, l’etat B est dit accessible s’il est accessible 
de l’etat initial i. On dit que d est connexe (resp. fortement connexe) si tout &tat 
de d est accessible (resp. pour tout couple d’btats A et B, l’etat A est accessible de 
B). Dans la suite, on &die seulement les automates connexes. 
Soient & = (F, E, i, t) et d’ = (F, E’, i’, t’) deux automates. On dit que ~4 est un 
facteur de JJ! (cf. [3]) s’il existe une application surjective A de E dans E’ telle que 
i’ = 2(i) & VA E E, 1 E F, t/(2(A), Z) = i,(t(A, 1)). 
L’automate ayant un seul Ctat J$ et J&’ lui-meme sont Cvidemment des facteurs de d. 
On les appelle facteurs triviaux de d. 
Soient & = (F,E, i, t) un automate et A un Ctat de d. On dit que A est pur de 
type 1, (I E F), si toute flbche incidente de A est de type 1. L’automate & est pur, par 
definition, si tous ses &tats sont purs. Pour tout 1 E F, notons 9’1 l’automate (F, F, 1, t), 
oh pour tout &at A et pour toute etiquette m, t(A, m) = m. Les CFi, (I E F), sont claire- 
ment purs. 11s determinent tous les automates purs en ce sens qu’un automate est pur 
si, et seulement si, il admet l’un des 9”1 comme facteur (voir [S]). 
1.2. Opacit6 associie cl une pseudo-distance 
Soient ~62 un ensemble et F un sous-ensemble fini de A. Notons F(A) l’ensemble 
de suites v E J%‘~ possedant seulement un nombre fini de valeurs differentes. Soit d une 
pseudo-distance born&e dtfinie sur F”(A) . 
DCfinition 2. Soit Oe= (F,E,i, t) un automate. L’opacite Qd(&) de &z’ associee a la 
pseudo-distance d est la quantitt 
ad(&)= supinfd(cp(de),s) 
C V 
oh cp(&s) est la suite dtfinie par cp(dc)(n)=cp((d.s)(n)), V n&i oh E parcourt 
l’ensemble des etiquettes et oh rp parcourt l’ensemble des applications definies sur 
E $ valeurs dans A?. 
Remarque. 11 est interessant de donner une interpretation intuitive de la definition 
precedente. Etant donnee une machine ou plus particulierement un automate, nous 
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voulons mesurer le bruit inherent a d. Pour cela, faisons des experiences sur &. 
Une experience est representee par une suite incidente E. En appliquant E sur d, nous 
obtenons le resultat &&. Mesurons ds par un outil de mesure cp, nous avons (P(&E). 
Notons d une mtthode de comparaison choisie d’avance. Alors d(&&E), E) est la 
distorsion de l’exphience E. Raffinons ensuite nos outils de mesure pour kiter les 
erreurs causees par eux. L’opacite Qd(&‘) est done le bruit intrinsbque de ~2, qui met 
en evidence le plus grand dtfaut de toutes les experiences. 
Pour des raisons techniques, il est plus favorable en general d’etudier la quantitt 
suivante, od(&‘), appelte l’opacite restreinte de d, 
cod(&) = sup inf d (~$?a(&&), E  
E u.p ‘p 
oti E u.p signifie que E parcourt I’ensemble des suites ultimement periodiques de FN 
et oti cp parcourt l’ensemble des applications definies sur E d valeurs dans 4’. 
Cela nous conduit a poser la question suivante: a-t-on and(&) = c&(d)? La rtponse 
a cette question depend du choix de la pseudo-distance d. Elle est positive dans certains 
cas, mais pas dans tous (voir l’exemple 3). 
Le resultat suivant est facile a demontrer et est laisse au soin du lecteur (cf. [8]). 
Proposition 1. Soient d et ~2’ deux automates jinis. Si d’ est un facteur de ~2, 
alors LP(L~~!)<LP(J~Z’) et c~~(&)<w~(&‘). 
Posons d, = s2d(&). Pour tout automate ,24, comme XF, l’automate ayant un seul 
&at, est l’un de ses facteurs, alors O<@‘(d) <d,. On dit que XI est transparent 
(resp. opaque) si ad(&)=0 (resp. @(sZ)=d,). Dans la suite, nous caracterisons 
les automates transparents et les automates opaques. 
Proposition 2. Tout automate pur est transparent. 
Dkmonstration. Soit & un automate pur. Pour tout Ctat A, notons &A) le type de A. 
Alors VE E FN, (P(&&) = E. De la definition de ad, on obtient &(.%I) = 0. ??
1.3. Quelques exemples 
Dans ce paragraphe, nous donnons quelques exemples qui justifieront l’importance 
joke par la pseudo-distance d dans la definition de Qd(&). Pour simplifier les nota- 
tions, supposons F = {+l, -I} dans la suite. 
Exemple 1. Choisissons _H = F. La distance dF est definie sur F(J%) = FN de la 
man&e suivante: pour u, v E FN, si u # v, dtsignons par h(u, v) le plus petit entier 
nature1 n tel que u(n) # v(n). Dtfinissons 
dF(u, v) = (FI- h(u, 0) 
Par convention dF(w, w) = 0, pour tout w E N. 
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L’opacite associte a dr de l’automate _Q’ sera notee a~(&). L’opacite restreinte sera 
notee OF(&). Nous vhifions sans peine que le theorbme suivant est vrai. 
ThCor&me 1. Pour tout automate d, on a QF(&) = WF(~). 
11 est facile de voir qu’on a d, = Q,G(J$) = l/2 et que l’opacite QJ(&) est &gale 
a 0 ou bien a l’un des rationnels l/2’ (12 1). Dans la suite, nous allons chercher la 
condition exacte pour que QF(&) soit egale a 0 ou l/2’ pour un certain entier 12 1 
Si d est transparent, alors pour tout E E F ‘, il existe (P’ E FE telle que (P”(&‘&) = E. 
C’est possible si et seulement si pour tout &at A et tout chemin passant par A, les 
flbches incidentes a A sur % sont de meme type. 
Soit 1 un entier > 1. Pour tout E E F ‘, les deux mots .s[O, 1 - l] et (&s)[O, 1 - I] 
determinent un chemin fini %‘i=((i,a(O), (~~Zc)(0))...((&&)(1 - 2) ~(1 - l), 
(&‘s)( I - 1)). Le chemin Vi sera dit pur si pour tous les entiers k, k’ E (0,. . , 1 - l}, 
nous avons 
(&E)(k) = (&‘s)(k’) + s(k) = E(k’). 
En d’autres termes, pour tout &at A sur %Y8, ’ les fleches incidentes du chemin sur A 
sont de meme type. A noter que tout chemin constitue d’une seule flbche est aussi pur. 
11 est alors clair que l’tgalitt suivante est exacte 
i;f dF ((P(~E),&) = $ 
si et seulement si 1 est le plus grand entier k tel que Vf soit pm Ainsi a~(&) = l/2’ 
si et seulement si 1 est la longueur du plus court chemin pur de l’origine i sur d. 
En resume, nous avons dtmontre le resultat suivant: 
ThCor&me 2. Soit d un automate, Alors a,~(&) = 0 ou l/2’, pour un certain entier 
I> 1: OF(~) = 0 si et seulement si pour tout &at A et tout chemin +8 passant par A, 
les fltches incidentes a A sur % sont de m&me type; QF(&) = l/2’ si et seulement si 
1 est la longueur du plus court chemin pur de l’origine i sur LZ?. En particulier, d 
est opaque si et seulement si t(i, +l) = t(t(i, +l), -1) ou t(i, -1) = t(t(i, -l), +l). 
Mormons qu’en general, nous ne pouvons pas intervertir sup et inf dans la definition 
de Sz,. En effet, l’automate defini dans la Fig. 1 est transparent en vertu du theoreme 
precedent, et pourtant, il satisfait a la relation: 
i;f sup dF ((p(zZ&), E) = 1 
E 
Exemple 2. Choisissons & = R. Pour deux suites u = (u(n)),,0 et u = (v(n)),,0 dans 
Y(R), definissons d,(u, u) = sup,>,, [u(n) - v(n)l. L’opacite associee a d, de 
l’automate 92 sera notee 52,(d). L’opacitt restreinte sera notee w,(d). 
Apres un examen soigneux des definitions, nous avons le resultat suivant: 
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Fig. 1. Exemple d’un automate transparent. 
ThCorGme 3. Pour tout automate d, on a Q,(d) = ooo(d’). 
Pour J$, I’automate ayant un seul etat, on a 
a,(_$)= mi;max{lX- 11,1x+ ll}=l. 
Plus gtntralement, on a la caracterisation gtntrale suivante: 
ThkorGme 4. Pour tout automate d, on a 52,(d) E (0, l}, i.e. d est transparent 
ou opaque et il est transparent si et seulement s’il da aucun chemin non pur. 
DCmonstration. Soit E une suite d’etiquettes. Cette suite E et la suite d’etats de 
determinent un chemin infini VE,. Supposons que WC soit un chemin pur, i.e. pour 
tout Ctat A sur ‘4Tc,, les flbches sur %Tc incidentes a A sont de meme type, disons s(A). 
Dans ce cas, il existe qp” E RE telle que d,(cp”(&s), E) = 0. En effet, il suffit de definir 
@(A) = s(A), pour tout &at A sur Vc et (p’(A) = + 1, pour tous les autres &tats. 
Considerons maintenant le cas oh G?Ye n’est pas un chemin pur. Dans ce cas, il existe 
un &tat A sur G98 et deux entiers m, n tels que 
E(m) = + 1, E(n) = - 1 et A = t(i, E[O, m]) = t(i, E[O, 
Notons que pour tout nombre reel X, nous avons max{ Ix 
i;f d,(cp(&c),c)= 1. 
Le theoreme est ainsi prouvt. 0 
nil 
- lI,Ix+ ll}>l. Par suite 
En general, nous ne pouvons pas intervertir sup et inf dans la definition de Q,, 
comme le montre l’automate defini par la Fig. 1, qui est transparent et satisfait a 
inf supdC4((P(&c),c)= 1. 
9 E 
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2. L’CgalitC S&(d) = oq(d) 
Soit q > 1 un nombre reel. Pour tome suite complexe born&e u = (u(n)),>c, la semi- 
norme \Jullq de u est dtfinie par 
Soient F un sous-ensemble fini de C et A = Cc. L’opacitt (resp. l’opacite restreinte) 
associte a I/ II4 de l’automate d=(F,E,i,t) est notee Q,(d) (resp. oq(&‘)). En 
utilisant le thtorbme de minimax de J. von Neumann, qui permet d’intervertir le sup 
et l’inf dans la definition de l’opacite, nous allons dtmontrer Qq(&) = wq(.&). 
2.1. Autre expression de I’opacitd 
Le but de ce paragraphe est de demontrer le theorbme suivant: 
ThCorGme 5. Pour tout automate d = (F, E, i, t), on a Q,(d) = oq(~). 
Soit &’ = (F, E, i, t) un automate. Un circuit W sur d est un chemin ferme orient6 sur 
le graphe de Coe. 11 peut &tre represente par un mot sur E x F x E, soumis A certaines 
conditions. Un circuit possede un point de base; changer le point de base, c’est changer 
de circuit, lequel se deduit du premier par une permutation circulaire. 
Soit E une suite d’ttiquettes. Cette suite E et la suite d’ttats ds determinent un 
chemin infini 6P(ccll,s)=(i,~(O),(~~!~)(O))((~oe~)(O),~(l), (&s)(l))... sur &‘. On dit 
que 2(&, E) est engendrt par E. 
Soient 9 = LcLiLl. . . un chemin infini et V = C&i . C/-t un circuit sur le graphe 
de d. On dit que 2 s’enroule sur le circuit V s’il existe un entier n E N tel que pour 
tout m E N, L,+, = Ck si et seulement si m = k (mod 1). 
Lemme 1. Soit d = (F,E, i, t) un automate. Pour tout circuit V, il existe une suite 
ultimement periodique EK E FN telle que le chemin infini _Y(&?, E%) engendre par E% 
s’enroule sur %‘. Reciproquement pour tome suite ultimement periodique E E FN, il 
existe un circuit vc tet que le chemin infini p(&‘, E) engendre par E s’enroule sur %& 
La preuve ne presente aucune difficult6 et est laissee au soin du lecteur (cf. [8]). 
Soit d = (F, E, i, t) un automate. Un circuit % sur d est simple si tout sommet du 
circuit n’a qu’une fleche incidente et une fleche sortante. Comme l’automate est fini, 
il n’y a qu’un nombre fini de circuits simples, notes %?I, %z,. . , %$,. Considerons le 
Z-module libre engendre par l’ensemble des circuits simples de l’automate dont les 
elements sont reprtsentes par des sommes formelles finies cJ=, u/2$, (aj E Z). Un cir- 
cuit V est appelt parcours d’une somme formelle (ou est dit parcourir une somme 
formelle) S = CT=, ajQ$ de circuits simples s’il existe une decomposition de S en 
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Fig. 2. Un circuit reprbsentable par quatre sommes forrnelles distinctes. 
somme de circuits simples sous la forme S = Vii, + Vi;:, + . . + %$,,, (I’ordre d’ecriture 
Ctant significatif) de sorte que par concatenation W = q, %?i::, . . . Wi::, . 
Avec ces notations, nous avons le resultat suivant: 
Lemme 2. Pour tout circuit V, il existe au moins une somme formelle C;‘=, a/G$ de 
circuits simples d coejicients aj EN dont V est un parcours. Cette somme n’est pas 
rkessairement unique. 
La demonstration se fait aisement par recurrence sur la longueur du circuit. 
Considerons l’automate dtfini par la Fig. 2. 11 possbde huit circuits simples de 
point de base A. Les autres circuits simples sont obtenus par des permutations cir- 
culaires. Le circuit defini par (A,l,B)(B,l,C,)(C,O,A)(A,O,B)(B,O,C)(C,l,A) peut 
2tre represent6 par quatre sommes formelles distinctes dont le circuit est un parcours. 
Soit d = (F, E, i, t) un automate. Dtsignons par Vi, &, . . . , V,, les circuits simples 
de d. Pour tout circuit %?, notons a(V)= (aj(U))a,j<, un point dans N”\(O) tel 
que %? soit un parcours de la somme formelle c/“=I q(W)%$. D’apres le Lemme 2, la 
correspondance W H a(‘%?) n’est pas une application en general. Nous verrons que cette 
nuisance ne gene pas la poursuite de notre etude. 
Soit A un &at de d. Pour tout entier j, (1 <j Gn), et I E F, posons #(A) := 1 si A 
est un &at sur %J et si sur Vj, la fleche incidente a A est de type 1. Dans le cas 
contraire, posons #(A) := 0. Pour tout a = (al,. . . ,a,) E R:\(O), definissons 
A(a) = fJ qZ(%$) et w(A)(a) = 2 aj#(A), avec I E F, 
j=l j=l 
ou I(%j) est la longueur de %$, i.e. le nombre des fleches dans %j. I1 est clair que si V 
est un circuit de d, @a(%?)) est la longueur de %’ et ~@)(a(%?)), avec 1 E F, est le 
nombre des flbches de type 1 incidentes a A SLU- V. Ces nombres ne dependent que du 
circuit %? et ne dependent pas du choix a(%). 
Lemme 3. Pour tout automate d = (E, F, i, t), 
mq(d) = sup inf (G&a, (p)/&~))“~, 
aEw\{O} rpEW 
(2) 
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oti III est la fermeture de l’enveloppe convexe de F duns @ et oti G, est d$inie, pour 
tout point a = (al,. . . , a,,) E R:\(O) et toute application cp : E -+ C, par 
G,(a, cp) := C C n&4)(a)W) - llq. 
AEE IEF 
DCmonstration. Soit E une suite ultimement periodique. Notons V6 un circuit corre- 
spondant a la suite E, defini dans le Lemme 1. Pour toute fonction complexe cp definie 
sur F, nous verifions sans peine que 
Ill - cllq = ($(a(%), c~)l~(~(%)))!‘~~ 
Reciproquement, soit V un circuit de d. Notons E une suite ultimement periodique 
correspondant a %‘:, definie dans le Len-me 1. Alors 
Nous en deduisons, 
wq(d) = ;gin,f IIdyQz&) - 41q = sip i;f(C,(a(@‘), cp)ll(a(W))iiq, 
ou E parcourt l’ensemble des suites ultimement periodiques d’etiquettes, oti cp parcourt 
l’ensemble des fonctions complexes definies sur E et oh %? parcourt l’ensemble des 
circuits de d. Mais il est clair que la valeur oq(zZ) ne changera pas si inf est pris 
seulement sur l’ensemble w. 11 s’en suit: 
mq(-ol) = sip $$(Gq(a(W9 cp)l~(a(W))l’q. (3) 
Soit maintenant a = (al, . . . , a,) un point de IT\{ 0). Considerons le chemin formel 
defini par V := ~~,,u&. Comme deux circuits %? et V’, parcours respectifs des sommes 
formelles S et S’, lorsqu’ils ont un Ctat commun A, deterrninent un circuit 2 (de point 
de base A) parcourant la somme formelle S+S’, il est loisible d’ecrire V sous la forme 
%==I +... + Sk, oh chaque Si est une son-me formelle parcourue par un circuit G$ 
de sorte que, deux a deux, ces circuits n’ont aucun Ctat commun (circuits disjoints). 11 
est alors clair, avec des notations de signification tvidente, que 
Gq(a, cp) = 5 G,(a($‘), cp) et 
j=l 
n(a) = 5 a(@$‘)). 
j=l 
Mais pour tous nombres reels X, w, Y, u tels que x 2 0, w 2 0, Y > 0 et v > 0, 
x+w 
-dmax X,? . 
Y+a ( > Y v 
En combinant les deux relations (4) et (S), nous obtenons alors: 
G,(a, cp)lA(a) G max{G,(a(% ), cp)lA(a(% )), . . . 3 G,(a(%), cp>l~(4%))). 
(4) 
(5) 
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Rappelons que les circuits %$! sont disjoints deux a deux, de sorte que 
inf max G&W; 1, cp> GqM% 1, cp) 
(P n(a(g; )) ‘...’ &z(%Q) 
inf G,(a(V;)“),...,inf G,(a(‘I),cp) 
q &a(@; )) 9 &a(%:)) . 
En utilisant la formule (3), on a ainsi I’inegalite 
;$G& cp)lW)“q <m,(d). 
On en deduit immtdiatement 
sup inf (G,(a, cP)/A(a))l’q <uq(d). 
&w\{0} VCDE 
Mais trivialement, on a aussi 
A&) (PEW 
inf (G,(a, ~))lA(u)~~~ 2 w&d). 
On obtient comme consequence 
Mais Gq/A est rationnelle homogbne de degre 0 par rapport h sa premiere variable, et 
tout nombre reel peut &tre approche par les nombres rationnels, d’ou, par un argument 
simple de passage a la limite, on obtient 
c+(d) = inf (G,(@‘), q)ln(a)>“q. 
A&) 6nE 
La demonstration du lemme est ainsi achevee. 0 
Lemme 4. Soient &’ = (F,E, i, t) un automate et cp une application ci valeurs com- 
plexes dt!jinie SW E. Pour toute suite d’ttiquettes E, il existe une famille de suites 
ultimement phiodiques d’ttiquettes (&j)j20 (dkpendunte de (p et de E) telle que: 
D&non&ration. Soit E une suite arbitraire d’etiquettes. 11 existe alors une suite crois- 
Sante (Nj)j>a dependante de E et de cp telle que: 
N,-1 
IId&&) - 4; = )ic N’ c I(cp(~&)W) - 4k)19. 
J k=O 
Soient V le chemin infini engendre par E et %?j la premiere partie du chemin Q? com- 
posee de T$ fleches. Pour un entier m assez grand, tous les etats A,, = t(i, E[O, n]), avec 
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n 2 m, appartiemrent a une composante fortement connexe de l’automate (i.e. pour tout 
couple d’etats A,B appartenant a cette composante, A est accessible de B) et done, 
pour iVj > m, il existe un chemin _G$ de longueur au plus Card(E), d’ttat terminal A, 
et tel que le concatene Vi9 soit un chemin de l’automate, qui contient un circuit @^’ 
d’origine A, et de longueur A$ + (_!i$I -m - 1. Notons sj une suite ultimement ptriodique 
d’etiquettes correspondant au circuit @^I, definie dans le Lemme 1. Alors 
=~/~l(C,(a@‘), cp)>‘.!” 
= ,li& Icp(d&‘) - &‘lq. 
L’assertion du lemme est ainsi prouvee. 0 
Lemme 5. Pour tout automate d = (F, E, i, t), on a 
sup II(P(ds) - Elly = sup IIV(d&) - dlq E u.p E 
oti cp est une application complexe dejinie SW E. 
Dkmonstration. Soit E une suite arbitraire d’etiquettes. En vertu du Lemme 4, il existe 
une famille de suites ultimement periodiques d’etiquettes (.sj)jbs telle que 
Cela permet de conclure immCdiatement. 0 
2.2. Demonstration du Theoreme 5 
Rappelons le theoreme de minimax de J. von Neumann (voir [4] ou [7]): 
ThCorCme 6. Soient Cl et C2 deux sow-ensembles compacts convexes des espaces 
vectoriels topologiques. Si G est une application continue de Cl x C2 dans II%, concave 
par rapport a la premiere variable et convexe par rapport a la seconde, alors on peut 
trouver un point (Fl,Tiz) E Cl x CZ tel que 
Nous demontrons maintenant le Theoreme 5. 
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Soient Z:1 = {u 1 uER~\{O},A(a)= 1) et .Zz =w. Comme G4/,I est une fonction 
rationnelle homogene de degre 0 par rapport a sa premiere variable, alors 
Les deux ensembles .Zt et C2 sont compacts et convexes. Sur Ct x .&, la fonction G4 
est aussi continue. Pour chaque cp E CZ, G,(., cp) est la restriction a Z1 d’une application 
lintaire, tandis que G,(a, .), pour chaque a E Cl, est convexe (combinaison lineaire a 
coefficients 2 0 d’applications convexes). Ainsi G4 satisfait aux hypotheses du theoreme 
de minimax de J. von Neumann. I1 s’en suit: 
(6) 
Mais pour tout F E FN, nous avons 
En combinant le Lemme 5 et la relation (6), nous obtenons 
Le Theorbme 5 resulte immtdiatement de cette inegalitt. 0 
Corollaire 1. Pour tout automate d = (F, E, i, t), il existe une application complexe 
cp dirfinie sur E et un point a dans R!\(O) tels que 
i ) 
I/q 
szq(d)= A(a) AEE IEF -!I- C C n~(4(a)bV) - /I4 
Corollaire 2. Pour tout automate & = (F, E, i, t), 
sZ,(s!) = i;f sup /j(p(d&) - ~11~. 
i: 
Donnons une interpretation du corollaire precedent. 
que l’opacite d’un automate d ne changera pas si 
(7) 
En effet, la formule (7) affirme 
nous changeons la man&-e de 
mesurer les resultats d’experiences: fixons d’abord l’outil de mesure q et cherchons 
le plus grand dtfaut de toutes les experiences, nous avons alors sup, Ilq(ds) - ~11~. 
Nous raffinons ensuite les outils de mesure pour enlever les bruits causes par eux, 
nous obtenons ainsi inf rp sup, /I ~(98s) - aljq (comparer avec la remarque qui suit la 
Definition 2). 
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2.3. Caracterisation des automates transparents 
La definition suivante va nous permettre de donner une caracterisation simple des 
automates transparents. 
DCfinition 3. Soient d = (F, E, i, t) un automate, A un Ctat de d et 1 une fleche inci- 
dente a A. La fleche 1 est dite fiddle a A s’il existe un circuit contenant 1. 
Rappelons qu’un automate &’ est transparent si et seulement si Q4(&‘) = 0. Cela 
revient a dire, d’apres ce qui precede, que pour tout &at A de d et tout circuit %, il 
existe une application complexe cp definie sur E telle que: 
~~F~i(4(4ww - 114 =O. 
D’oti la proposition suivante: 
Proposition 3. Un automate fini d est transparent si, et seulement si, pour tout 
&at A, les jldches jdeles a l’etat A sont de meme type. 
On a deja demontre que tout automate pur est transparent (voir la Proposition 2). 
Reciproquement, pour un automate fortement connexe (i.e. pour deux Ctats arbitraires A 
et B de l’automate, il existe un chemin reliant A g B), nous avons: 
Corollaire 3. Tout automate fortement connexe transparent est pur. 
2.4. Caracterisation des automates opaques 
Nous discutons ici seulement le cas d’automate JX! = (F,E, i, t) oti F est un ensemble 
fini de nombres complexes de module 1 tel que CIEF I = 0 (dans [9], nous Ctudierons 
des cas plus compliques). Nous pouvons montrer aisement l’egalite suivante (cf. [S]): 
DCfinition 4. Soient d = (F,E, i, t) et &” = (F,E’, i’, t) deux automates. On dit que ~2’ 
est un sous-automate de JX? si E’ 2 E et t’ = t (El x.. 
DCfinition 5. Un automate d = (F, E, i, t) est dit Cquilibre si tout &at de d recoit 
exactement IFI flbches incidentes et si ces flbches sont de types differents. 
Proposition 4. Avec la restriction sur F, tout automate tquilibrt est opaque. 
Dbmonstration. Soit d = (F, E,i, t) un automate tquilibre. Sur le graphe de d, tout 
Ctat recoit exactement IFJ flbches et &met IFI fleches, nous pouvons trouver alors un 
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circuit %? qui passe par toute fleche de & une et une seule fois, en vertu d’un thtoreme 
de L. Euler. Sur W, pour tout &tat A et tout 1 E F, nous avons nl(A)(a(%‘)) = 1. Comme 
1 2(Qq(d))q 2 i;f(G,(a(W, cp)/W(@))), 
il suffit de montrer que, pour toute q dtfinie sur E 21 valeurs dans le disque unite du 
centre 0 (qui contient II9 la fermeture de l’enveloppe convexe de F), nous avons 
G,(a(@), 9) = C C Iv(A) - llq 244%)) = IFICa4E). 
AEE lEF 
Cette inegalite vient de la relation 
IV(A) - 1142(1 - wf@)i))q& 1 - qw&4)i) 
et du fait que pour tout &at A, nous avons 
c %(cp(A)i)=% 
1EF 
oh %(cp(A)t) designe la partie reelle de cp(A)i et i est le conjuqut complexe de 1. 0 
ThCorLme 7. Avec la restriction pr6ddente sur F, si I’automate d = (F,E,i, t) 
possbde un sow-automate PquilibrC, alors il est opaque. 
DCmonstration. Si un automate d possede un sous-automate tquilibre &“, nous avons 
alors s2,(&‘)~sZ,(,&“). Ainsi ~2 est opaque car d’ l’est. 0 
En general, la reciproque du theoreme precedent est fausse. Voici un contre-exemple. 
Posons F = { 1, - 1, CI, -a}, avec c( un nombre complexe de module 1 et distinct de 
f 1. Soit JZZ = (F, E, i, t) un automate fini (connexe) ayant deux &tats tel que t(i, 1) = 
t(i,-l)=i. Notons I+ (resp. Z-) la flbche de type +1 (resp. -1) de i dans i. Notons 
V le circuit compost de l’ttat i et ces deux fleches I+ et I_. Alors 
i;f(G,(4@‘), ~)/4@))) = 1. 
Ainsi l’automate JZZ est opaque. Mais d ne posdde aucun sous-automate bquilibre car 
il est connexe et a seulement deux Ctats. 
Pour que la reciproque du Theoreme 7 soit vraie, nous devons ajouter une condition 
supplementaire sur F : toute suite finie (a/)!~ E IRr’ telle que xIcF a/l = 0 est con- 
stante. Nous pouvons montrer que sous cette condition, F est de la forme {a, -a} ou 
{a, aj, Ej’}, avec a un nombre module 1 et j = e2in/3 (voir [8]). 
ThCorGme 8. Soit & = (F, E, i, t) un automate, avec F = {a, -N} ou {a, aj, aj2} oti CI 
est un nombre module 1 et j = e 2in/3 Cet automate est opaque si, et seulement si, il 
poss2de un sow-automate Cquilibrt. 
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Dkmonstration. 11 reste a montrer que la condition est necessaire. 
Soit d un automate opaque. En vertu du corollaire 1 et de la definition de Q,(d), 
il existe a E IR~\{O} tel que pour toute application complexe cp definie sur E, 
Un ttat A de d est dit un ttat du point a si 
Cw(4(4>0. 
IEF 
Notons E’ l’ensemble des etats du point a. Pour tout &at A E E’, considerons les 
applications complexes cp definies sur E vtrifiant q(B) = 0, pour tout Ctat B different 
de A. Pour une telle fonction, nous avons, d’apres la relation (8), 
/~Fw(4(M4 - 11’ 2 /~F4W4. 
Pour simplifier, posons 
x= q(A) et y= xnl(A)(a)i. 
IEF 
(9) 
Par application d’un developpement de Taylor, nous avons 
lg4A)(a)lx - 11’ = [FFn4A)(n)(l - 4% (xi) + 44) 
au voisinage de 0. En combinant cette formule et l’intgalitt (9), nous avons % (xy) < 0, 
pour tout x au voisinage de 0. D’ou y = 0. Ainsi les n,(A)(a), (1 EF), sont egaux et 
strictement positifs. En d’autres termes, ~~=,a,S{(A) > 0, pour tout A E E’ et tout I E F. 
Ceci montre que pour tout A E E’ et tout I E F, il existe une fleche de type 1 dont A 
est &tat terminal. De plus, chacune de ces flbches apparait dans au moins un circuit 
simple Vj avec Uj # 0 et a done pour &at initial un &at de E’. 11 existe done un choix 
possible de flbches Ctiquetees provenant de l’automate d dont les extremites appartien- 
nent h E’ et determinant une application t’ : E’ x F ---f E’ telle que l’automate connexe 
(quitte a prendre une composante connexe) (F, E’, i’, t’), avec i’ E E’ quelconque, soit 
un sous-automate tquilibre de ~4. 0 
3. InCgalitC entre les deux opacitks 
Dans cette partie, nous etudions l’opacitt SZF et l’opacite restreinte wF. Nous domrons 
une nouvelle expression pour SZF (resp. 13~). Comme consequence, nous montrons que 
les valeurs de fiF sont rationnelles et qu’en general, @(JzZ) # oF(&). 
Soit d = (F,E, i, t) un automate. Choisissons J&‘= F. La pseudo-distance dF sur 
l’ensemble F-(A) = FN est definie par: 
- 
V’u, u E F’, dF(u, u) = 2% &zrd{j, ) u(j) # u(j),O<j < k}. 
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Pour A, B deux mots sur F, le symbole de Kronecker &A, B) est defini par 
6(A,B)= 
1 siA=B, 
0 siA#B. 
11 est clair que la pseudo-distance dF sur F’ peut aussi etre dtfinie par 
Vu, v E FW, 
- 
dF(u, v) = k’~+t ; ?(I - &u(j), v(j))). 
j=O 
L’opacite (resp. l’opacite restreinte) associee a la pseudo-distance dF de ~2 est notte 
@(JY) (resp. OF(&)). 11 est aise de montrer qu’on a 
Gardons les notations definies dans Section 2. Alors 
oF(d)= 1 - inf sup -!- c c m(A)(abYcpV), 0, 
a-;\{@ cp %a) AEE IEF 
(10) 
oh cp parcourt l’ensemble des applications de E dans F. 
Pour A E E et a E IQ\(O), designons par M(A, a) l’ensemble des k E F tels que pour 
tout 1 E F, Q(A)(U) 2 nl(A)(a). Choisissons (Pi une application delinie sur E telle que 
qa(A) E M(A, a), pour tout A E E. Nous obtenons, en tenant compte de la formule 
(lo), la relation suivante: 
Ainsi &(&)=(p - 1)/p et 0 < OF(&) < (p - 1)/p, ou p= Curd(F). On dit que 
& est transparent (resp. opaque) pour aF si oF(&) = 0 (resp. OF(d) = (p - 1)/p ). 
Le resultat suivant est une consequence directe de (11). 
Corollaire 4. Un automate d = (F,E, i, t) est transparent pour coF si seulement si, 
pour tout Ptut A de d, les JEtches jdt?les & A sont de mZme type. 
11 est clair maintenant qu’un automate est transparent (pour @) si et seulement s’il 
est transparent pour ccF. 
Lemme 6. Pour tout &at fix& A de ~2, a H rzqp,(A)(A)(a) est une fonction continue de 
!Ry\{O} duns R+. 
DCmonstration. En effet, les applications a I--) nl(A)(u) (1 E F) sont continues. 0 
Definie sur lRJ.\{O}, la fonction reelle a H C AEE n,~~~~(A)(u)/~(u) est continue et 
homogene de degre 0, nous avons alors 
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Corollaire 5. Pour tout automate d = (F, E, i, t), il existe alors un point b = (bl, bz, 
. . . , b,) duns R~\{O} tel que 
(12) 
Raisonnons comme dans Section 2, now obtenons le resultat suivant: 
Corollaire 6. Un automate & = (F,E, i, t) est opaque pour coF si et seulement s’il 
posstde un sous-automate tquilibrd. 
DCmonstration. La suffisance est evidente. Reciproquement, supposons & opaque. 
D’aprbs le Corollaire 5, il existe un point b dans K\(O) tel que 
mF(d)=l-&)~ nqh(A)(A)(b) = (P - 1)/p. 
AGE 
On en deduit 
c nqh(Aj(A)(b) = c b c v(A)(b) = i4b). 
AEE AEE IEF 
D’ou pour tout 1 E F et tout A E E, n,(A)(b) = n ,,(A,(A)(b). Ceci est possible Si et 
seulement si pour tout &at A, les n/(A), (I E F), sont egaux. Ainsi & possbde un 
sous-automate equilibre (comparer avec le Theoreme 8). ??
Dans le cas de l’opacite quadratique (le cas oh q=2 dans Section 2), nous avons 
donne une methode analytique pour determiner K&(d) (voir [S]). Mais cette methode 
ne convient pas ici, bien que les derivees partielles a droite et a gauche des applications 
x ++ nVp,cA)(A)(x) puissent Ctre calculees explicitement. Dans la suite, nous donnons une 
nouvelle expression pour QF: 
ThCorkme 9. Pour tout automate d = (F, E, i, t), 
oti cp parcourt I’ensemble des applications dijinies sur E ri valeurs duns F. 
Dkmonstration. Soient E une suite arbitraire d’etiquettes et cp une fonction definie sur E 
B valeurs dans F. Comme dans le Lemme 4, il existe une famille de suites ultimement 
ptriodiques d’etiquettes (s’)jaa telle que: 
dF(&&), E) = ,liz dF((p(&‘), &j). 
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Pour tout j E N, notons $9 le circuit dtfini dans le Lemme 1 correspondant A sj, suite 
ultimement ptriodique d’etiquettes. Nous obtenons: 
AEE IEF k=l 
oti la dernike intgalite vient de la formule (5) utiliste plusieurs fois. 
Pour demontrer l’autre sens de l’inegalite du theoreme, nous avons besoin des 
resultats preparatoires. Definissons maintenant une relation d’equivalence sur l’ensemble 
des entiers { 1,2,. . . ,n}. Deux entiers j, k sont equivalents si les deux circuits simples 
%j et %k ont chacun au moins un &it dans une meme composante fortement connexe 
de d. Dtsignons par C’, C*,. . ., C’ les classes d’equivalence de { 1,2,. . . , n}. Pour 
tout entier m, (1 d m < I), posons 
11 est clair que pour deux entiers j et k, (1 d j < k <n), s’ils ne 
les deux circuits yj et %?k n’ont pas d’ttats cormnuns. Par suite 
nF(Azz) < 1 - , inf, I”. 
-. -.. 
sont pas equivalents, 
Soit mo, (1 <rno < I), un entier tel que QF(d) d 1 -Ima. Qume a changer les notations, 
nous supposerons que Cm0 = { 1,2,. . . , k}. 
Dans la suite, nous adoptons une construction rtcurrente des suites dites Ccrasantes 
introduites par N. Loraud (voir [5]). 
Etape initiale: d Ctant connexe, il existe alors un chemin fini issu de i et d’etiquette 
~1 contenant %?i. Comme 1 et 2 sont dans la m2me classe Cm”, il existe ainsi une 
suite finie Ii tel que le chemin issu de i et d’etiquette sill ait pour &at terminal 
un etat de %‘2. Parcourons Lexp(]siZi I)] fois ‘472, ce qui dtterminent une etiquette de 
chemin a] It ~2. Continuons cette procedure jusqu’a ce que nous ayons parcouru tous 
les k circuits simples Vi, ‘82,. . . , %k pour revenir au circuit %?I. Notons a’ l’etiquette 
de chemin ainsi obtenue. 
.&ne J Ctape: supposons que nous ayons deja construit .s-‘, l’ttiquette d’un chemin 
issu de i ayant pour &tat terminal un &tat de V 1. Rep&tons l’etape initiale, et nous 
obtenons une etiquette cj. 
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Fig. 3. QF(d)#~F(d) 
Soit E la suite d’etiquettes dont les lej( premiers termes correspondent a aj. Par 
construction de a, pour toute application cp definie sur E h valeurs dans F, on a 
Z(cp(&a),s)= 1 - inf 
D’ou 
Nous 
il vient 
szF(zZ) = Cs~~N i;f d’((cp(ds’), a’) 2 1 - ImO. 
avons ainsi !Y(&) = 1 - 1”O. 0 
Nous avow deja montrt Q’(&) # oF(&). Donnons un autre exemple moins trivial. 
Exemple 3. En utilisant le Theoreme 9, nous pouvons montrer que l’automate d dbfini 
par la Fig. 3 verifie QF(d) = l/2. Mais &(JzZ) = l/3. 
Comme E et F sont des ensembles finis, nous en deduisons 
Corollaire 7. Pour tout automate LX? = (F,E, i, t), il existe une application cp dkjinie 
SUY E Li valeurs duns F telle que 
En particulier, l’opacitt QF(&) est un nombre rationnel. 
Ce resultat nous conduit a poser la question suivante: 
pour tout nombre rationnel r, (0 dr < 1 ), existe-t-i1 un automate d = (F, E, i, t) tel 
que @(&)=Y ? 
11 est difficile de caracteriser les automates opaques pour QF. Nous conjecturons 
que tout automate ayant un sous-automate Cquilibre est opaque. Remarquons que la 
reciproque de cette conjecture est fausse. Donnons un contreexemple. 
Soient F={-l,O,+l} et E={A,B}. Posons 
t(A,-l)=t(A,O)=t(A,+l)=B,t(B,-l)=t(B, +l)=Bett(B,O)=A. 
Alors l’automate (F, E, A, t) est opaque et n’a aucun sous-automate Cquilibre. 
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